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Der Einfluf} des Entladungsgefifles auf die Bestimmung der Plasmaelektronendichte
mit Hohlraumresonatoren

G. JANZEN

Institut fiir Gasentladungstechnik und Photoelektronik der Universitat Stuttgart

(Z. Naturforsch. 27 a, 491—499 [1972] ; eingegangen am 12. November 1971)

The Influence of the Discharge Tube on the Determination of the Plasma Electron Density
by Means of Cavity Resonators

The eigenvalue equation of a plasma-discharge tube configuration in a cylindrical microwave
cavity is derived and solved numerically by an exact theory for TM;0, TMomn , and TEqgmn reso-
nance modes. The radial and axial electron density profiles are assumed to be homogeneous.

The factors of proportionality between electron density and shift of the resonance frequency
derived from the linear perturbation theory are compared with the exactly computed eigenvalues.
Hence the range of validity of the linearly computed factors of proportionality (geometry factors)

can be established.

By considering the influence of the discharge tube the geometry factors are altered and con-
sequently the sensitivity of the measurement. The influence of the discharge tube can be taken into

account by means of suitable correction factors.

In der sogenannten ,exakten Theorie“ des Hohl-
raumresonators kann der Zusammenhang zwischen
den Eigenwerten und den elektrischen Stoffkonstan-
ten beliebiger Resonatorfiillungen berechnet werden.

Ziel der exakten Theorie des Resonators im Hin-
blick auf eine plasmaphysikalische Anwendung ist,
die Resonanzfrequenzen eines ganz oder teilweise
mit Plasma beliebig hoher Elektronendichte gefiill-
ten Hohlraumresonators zu bestimmen.

Vereinzelt wurden hieriiber Berechnungen ange-
stellt, die sich auf mathematisch einfach zu behan-
delnde Moden und auf kleine Plasma-Resonator-Ra-
dienverhiltnisse beschrinkten !~4. Das Problem der
Modenkopplung wurde von AGDUR und ENANDER %
behandelt: beim Einbringen eines Dielektrikums mit
radialen Dichtegradienten treten Mischformen der
transversal elektrischen (TE) und transversal magne-
tischen (TM) Moden auf. Die Sonderfalle der TM0-,
TMy,n,- und TEg,,,-Moden sind stets ,,reine“ Moden;
wir beschranken uns hier auf diese Schwingungs-
typen. Abbildung 1 zeigt den prinzipiellen Verlauf
der elektrischen Feldstirke innerhalb kreiszylindri-
scher Hohlraumresonatoren fiir die Resonanzmoden
TEgy1 , TMg9q und TM, 4, .

SHOHET % 7 sowie SHOHET und MoskowITZ & un-
tersuchten den Einflul der StoBfrequenz auf die
Eigenwerte einiger TE-Moden und des TMg,,-Mo-
dus, und THOMASSEN ?, GREGORY 3 und LukAc¢ 10
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den Einflu der Endlocher eines TMy,,-Resonators,
durch die das Plasma eingebracht wird.
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Abb. 1. Qualitativer Verlauf der elektrischen Feldstirke der
Resonanzmoden TEg,; , TMyy und TM,y, .
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empfindlichkeit wurde bisher nur fir den TMy,,-
Modus gemacht 3 11,

In den Arbeiten % 13 wurden von der Rechteck-
form abweichende radiale Elektronendichteprofile
beriicksichtigt. SHOHET und HATCH!? nihern bei
ihren Rechnugen das Profil durch eine zehnschalige
Anordnung fiir das Radialprofil an, BLEVIN und
REYNOLDS 13 nehmen fiir eine analytische Lésung
parabeldhnliche Profile an.

In dieser Arbeit wird ein homogenes Radialprofil
der Elektronendichte vorausgesetzt.

1. Eigenwertgleichungen des Hohlraum-
resonators

Ausgehend von r, ®, z-Komponenten der Maxwell-
Gleichungen in Zylinderkordinaten lafit sich unter
der Annahme, daf} die Feldgroflen E und H bzw. B
zeitlich rein harmonisch schwingen, und daf} die Aus-
breitung der Felder ungeddmpft mit dem Phasen-
faktor f in z-Richtung erfolgt, die z-Komponente
der FeldgroBen gewinnen 4:

E,— [En Ju(r VE— )
+E, Ni(r V2 — | p?) 1 elte ellwt-F2) |

B,=[B, I (r Vk2 /32 (1)
+ By Ny(r Vk" ﬂ2 )] eil® ei(wt-42)

Ji Zylinderfunktion 1. Gattung l-ter Ordnung, N; Zy-

linderfunktion 2. Gattung l-ter Ordnung. E.;, E,;,
B.y, B, sind Integrationskonstanten; weiter gilt:

k= (w2?/c?) ¢ (2)
(w=2af Kreisfrequenz, c¢ Lichtgeschwindigkeit)
mit der Dielektrizitatskonstante ¢.

Die Radial- und Azimutalkomponenten lauten:

w 1 aBz aE s
EF = RS e Kl
o B3B: , & 13E:) iy_p )
B’:k" ﬂz[ w Or 2 r Q¢ e 7
jw p 123B ¢ OF b — s
Bwﬂz—m {—E'; @ af] T

Die GIn. (1) bis (3) werden nun auf eine Plasma-
Plasmabehailter-Konfiguration im Resonator ange-
wandt wie in Abb. 2 angegeben.

Im Gebiet 0 < r < R, (R, Plasmaradius) sind
die Gleichungen auf das rdumlich homogene Plasma

G. JANZEN

Abb. 2. Anordnung des Plasmas und des Entladungsgefifes
im kreiszylindrischen Hohlraumresonator.

mit der relativen Dielektrizitdtskonstante
&p=1— (0p/w)? (4)

anzuwenden. ), ist die Plasmafrequenz, die mit der
Elektronendichte n, des Plasmas verkniipft ist:

wy=Vne ey m, (5)

(e Elementarladung, m, Elektronenmasse).

In Gl. (4) ist die StoBfrequenz » als sehr klein
gegen die Resonanzfrequenz » angenommen und
daher vernachlissigt. Innerhalb des Gebietes R, < r
< R. (R, Behilterradius) gilt die Dielektrizitits-
konstante &; des Entladungsgefifies und im Gebiet
R, < r < R, (R, Resonatorradius) die Dielektrizi-
tdtskonstante € = 1.

Mit diesen Angaben und der Forderung, daf} die
Felder in der Achse (r=0) endlich bleiben, folgen
die Beziehungen (die Grofen 4. ..K sind Konstan-
ten; der Faktor e/(“-#2) ist weggelassen) :

Plasma 0<r<R,

- A]l(rap) eitv B,= B(rap) &7,
e [B]l( an) 122 A]l(rap)]eflqv’ ()

: - ,]ﬂprwa]z (rap)*'*,_BJZ(rap)

B
a2 = k2 — B2 = (w2/c2) & — 2, (7)
Plasmabehilter R, <r <R,

E.,= [Cli(rag) +DNi(rag)] e,
B,= [E]i(rag) +F Ny(rag)] el

E,~19 [E 1/ (rog) +F N/ (rap)
—I2L(C irag) + D Nutrag) 1] e,

jl
ellv

mit

B,= =1 ra) +DN/ ra) B

- %]Eh(rag) +FNy(ray)]
— %= (w?/c?) e, — 2. 9)

jl
ellv

mit a’ =
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Vakuum R, <r <R,
E,= [Gli(ray) +HN(ray)] €',
B.= [1],(rag) +KNi(rag)] e,

E,- ’a:’[[l J;’Frao) +K N/ (rap)] (10)
— L (G Iy(ray) +HNi(ra)1] e,

B,= [ 161/ ray) + HN/ (ray)]

+ 2L [ ag) + K No(rag)] | e,
o=kt = @) . (D)

An den beiden Grenzflichen r =R, und r =R, ist
die Stetigkeit der @- und z-Komponenten der Felder
gefordert, wahrend an der gut leitenden Resonator-
innenwand r = R, die elektrischen Feldstarkekompo-
nenten verschwinden miissen. Dasselbe gilt fiir das
Radialfeld £, an den Stirnflichen z=0 und z=L,
(L, Resonatorlange) , woraus direkt folgt

p=n=zn/L.,, n=0,1,2,....

Aus den sich ergebenden 10 Gleichungen lassen sich
die 10 Unbekannten 4...K eliminieren. Man er-
hilt dann fiir die nicht gekoppelten, sogenannten
,»reinen“ Resonanzmoden TE,,, , TMgn, , TM;,,0 die
Eigenwertgleichungen

TEy,nn-Moden
o
B S (e N P M) o (s s = Tl L)

a ap Jy

mit

(12)

ag ag Ju
ap Jn

(Jas Ny — oy Nop) + (4 Noy — I3 N3)
(33 N3o — J33 N3)

(J;s N32 - J;,:N;;,)
TMy,nn- und TMy,-Moden

JI
D P (e Wy — T ) J W My — o B
. % fg ap I

+

=0. (13)

g J’ ¢ 4 4
BN e Wy — Ty M)+ (T Wigg — TN
&g ap J 11
(Tas Nia — T4 Nyg)

(Ups Mg —Ta Ny =0+ (14)

Dabei sind die Abkiirzungen verwendet:

J11=1i(Ry ap),
]21=11(Rpag),
J2o=1i(Rg ag),
I3 =T1(Rg ay),
]33=]l(Rrao)-

Entsprechend lauten die Grofle N und die o6rtlichen
Ableitungen J* und N'.

(15)
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2. Eigenwertinderungen durch ein homogenes
Plasma

Die Losungen

agR:=V (kyR)*—n*(aR/L)2,  (16)

die die Eigenwertgleichungen erfiillen, werden auf
den Eigenwert ky R, umgerechnet und normiert auf
den Anfangswert [kyR,], bei (w,/w)%2=0 darge-
stellt.

Damit 148t sich fiir den normierten Eigenwert
schreiben

ko R/ (ko R:] o= 0]y (17)

wobei w, die Resonanzfrequenz des leeren Resona-
tors ist und fiir die Resonanzfrequenzidnderung gilt

Ao =w —w,. (18)

Die Losungen der Eigenwertgleichungen (13) und
(14) wurden numerisch bestimmt.

Die Gln. (13) und (14) vereinfachen sich fiir die
glasfreie Anordnung (¢,=1, Rg=R;) zu den in 3
angegebenen Gleichungen.

Fir unendlich gut leitende Innenfiillungen
[ (wp/w)%—  oder &,— — ] wird aus den Gln.
(13) und (14)

TE: J/(z) N/ (z Ry/R:) —J/ (z Ry/R:) N/ () =0,
(19)

Ji(z) Ni(z Ry/R;) —Ii(x Ry/R;) Ni(z) =0.
(20)

Die Losungen z =k, R, dieser Gleichungen ergeben

die Eigenwerte von Koaxialresonatoren !3; die Lo-
sungen sind in 16 tabelliert.
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Abb. 3. Normierte Eigenwerte w/w, eines TM,,,-Resonators
als Funktion der normierten Plasmaelektronendichte (wp/w)?
ohne Beriicksichtigung eines Plasmabehailters.
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Als Beispiel fiir die Anderung des Eigenwerts
eines Hohlraumresonators durch ein homogenes
Plasma sind in Abb. 3 die normierten Eigenwerte
w/w, als Funktion der normierten Plasmadichte

(wp/w)? fiir einen TMy;o-Resonator und in Abb. 4
fiir einen TM,, -Resonator dargestellt.

7 T T T —r T T + T

3
—(3)
0 s 1 1 1 L 1 n n 1 P2

01 1 10 100 »

Abb. 4. Normierte Eigenwerte w/w, eines TM,,o-Resonators
als Funktion der normierten Plasmaelektronendichte (wp/w)?2
ohne Beriicksichtigung eines Plasmabehilters.

Parameter ist das Radienverhiltnis R,/R,; die
Kurven gelten fiir eine glasfreie Anordnung (g; = 1).
Fir unendlich gut leitende Innenfiillungen ergeben
sich die bei (w,/w)2— oo eingetragenen Eigenwerte
eines Koaxialresonators. Die Absolutbetrdage der
Eigenwerte bei (w,/w)? =0 betragen fiir den TM,-
Resonator (kg R;)y=4,6693 und fir den TMy,,-
Resonator (ky R;),=5,1356.

3. Eigenwertanderungen durch den Plasma-
behilter

Abbildung 5 zeigt den Einflul des Plasmabehal-
ters auf den Eigenwert des TM;,,-Resonanzzustan-
des als Funktion des normierten Behilterradius
R./R.. Die bezogene Plasmabehilterwandstirke
AR/R.= (R;—R,) /R, in den vier Teilabbildungen
ist 0,04; 0,07; 0,1; 0,2. Parameter ist die Dielek-
trizitatskonstante des Behilters, die zwischen den
Werten ¢, = 1 und ¢, = 10 verandert ist.

In Abb. 6 ist fiir den TMy;;-Modus der Einfluf}
eines Glas- (e, =4,6) und eines Quarzentladungs-
gefilles (¢g=3,7) auf den Eigenwert ky R, bzw.
w]w, des Resonators dargestellt. Der normierte Ge-
faBauBendurchmesser liegt zwischen R,/R,=0...0,8,
die normierte Wandstarke ist AR/R,=0,03; 0,04;
0,05. Abbildung 7 zeigt die Eigenwerte k, R, ver-
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Abb. 5. Eigenwerte ky Ry bzw. w/w, eines TM,,-Hohl-
raumresonators als Funktion des bezogenen Gefafiradius
Rg/R:. Die bezogene Plasmabehilterwandstirke betrigt
AR/R;y=0,04; 0,07; 0,1; 0,2. Die Dielektrizititskonstante
des Entladungsgefafles liegt zwischen eg=1 und eg=10.

schiedener Resonanzmoden als Funktion des nor-
mierten GefdBradius R,/R,. Parameter ist die Di-
elektrizitatskonstante mit ¢, =13 3,7; 4,6. Die Wand-
stirke ist AR/R; = 0,04 = const; das Verhiltnis Re-
sonatorradius zu Resonatorlinge ist R,/L, =2/n fiir
die Resonanzmoden mit einem Index n + 0.

4. Eigenwertinderungen durch ein Plasma
in einem Entladungsgefill

Wird das Entladungsgefdl bei der Berechnung
der Eigenwerte berlicksichtigt, so ergeben sich fiir
den TM, ,-Resonator die in Abb. 8 dargestellten
Kurven. Die relative Behilterwandstirke AR/R.
liegt zwischen 0,03 und 0,05. Der Wert 4AR/R,=0
entspricht einer glas- bzw. quarzfreien Anordnung.

Der normierte Plasmaradius R,/R, betrigt 0,3:
0,6; 0,8.
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Abb. 6. Eigenwerte k, Ry bzw. w/w, eines TM,,,-Resonators 1 ™
unter dem EinfluB} eines Glas- (¢g =4,6) bzw. Quarzentladungs- r N 1 0
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Abb. 7. Eigenwerte ko R; verschiedener Resonanzmoden als \ P4
Funktion des normierten Geféradius Rg/Rr mit der Dielek- i N p i
trizitdtskonstanten &g als Parameter. Die Behdlterwandstirke S //4.5
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Abb. 8. Normierte Eigenwerte w/w, eines TM,,,-Resonators L TMO'IO
als Funktion der normierten Plasmadichte (wp/w)2. Die be- N 3.7
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5. Exakte Theorie — Storungstheorie

Kann vorausgesetzt werden, dafl die Storung der
elektrischen oder magnetischen Feldverteilung im
Resonator durch einen in den Hohlraum eingebrach-
ten Stoff gering ist, so laft sich mit gutem Erfolg
eine linearisierte Theorie, die Storungstheorie, zur
Berechnung der auftretenden Eigenwertinderungen
heranziehen 17719, Es gilt hierbei zwischen der nor-
mierten Frequenzverschiebung Aw/w, und der nor-
mierten Plasmaelektronendichte (w,/w)?2 der lineare
Zusammenhang

do qs(cz)_p)z_

Wy

(19)

Die Stoérungstheorie beschreibt den Anfangsteil der
Kurven w/wy=f[(wy/®)?] der exakten Lésung in
der Nihe des Punktes (w,/w)2=0.

Zwischen dem Geometriefaktor @ bzw. F 20722
aus der Storungstheorie und dem normierten Eigen-
wert w/w, besteht die Beziehung

(@/wy—1)

= =02 2L
D (wplw)? *  Wenn (wp/w)2 K 1. (20)
& 4R
T R /.
4
12 =05 a
7 8
Mo i vy
R, 2 / // 4
S |
Low /s %
€ = 37 // o
/ // // s
/' /// s o
: ///// P ]
/7" 04 o>~
,//// %’%'f
nk 277" 4 Fs b
Yy iey 4 //////
//// P =
S e X~
= %
i/ //7 = )3//)'g"
g7/4 b = ////6‘0
07 ==,
P = Sto_—-1
/4 ./// — = ]
//‘//4/// ////// - Jzi//’op?’
/7 =
TF i 1
i = . = - - n 0, St6
0 G2 o O 08 0 12 % (mj_,
w

Abb. 9. Normierte Eigenwerte w/w, eines TMy,,-Resonators

als Funktion der normierten Plasmadichte (wp/w)>2. Parameter

sind das Radienverhdltnis Rp/Rr und die Wandstirke des

Quarzentladungsgefdfles. Werte aus der Storungstheorie sind
strichpunktiert gezeichnet.
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Abb. 10. Normierte Eigenwerte w/w, eines TM,,,-Resonators

als Funktion der normierten Plasmadichte (wp/w)?. Parameter

sind das Radienverhiltnis Rp/Rr und die Wandstirke des

Quarzentladungsgefdf3es. Werte aus der Storungstheorie sind
strichpunktiert gezeichnet.

Die Abb. 9 bis 11 zeigen die normierten Eigenwerte
w/w, in Abhingigkeit von der normierten Plasma-
elektronendichte (wp/w)? fiir die Resonanzmoden
TMyso, TMsyo und TMgy,. Neben der exakten Lo-
sung fiir Plasmen ohne Behiltnis (durchgezogene
Linien) sind die Eigenwerte der Resonatoren mit
Plasmen in Quarzgefdflen mit bezogenen Wandstar-
ken AR/R,=0,03; 0,04; 0,05 angegeben (gestri-
chelte Linien).

Die Ergebnisse der Storungstheorie sind strich-
punktiert eingetragen.

In der Nihe des Nullpunktes bilden die aus der
linearen Storungstheorie bestimmten Geraden die
Tangente an die Kurven der exakten Losung, wenn
hierbei kein Behaltnis beriicksichtigt ist.

Wird das Entladungsgefil} in die Berechnung ein-
bezogen, so ergeben sich auch fiir geringe Plasma-
dichten Abweichungen von der Niherungslosung.
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Abb. 11. Normierte Eigenwerte w/w, eines TM,,-Resonators

als Funktion der normierten Plasmadichte (wp/w)?. Parameter

sind das Radienverhdltnis Rp/Rr und die Wandstirke des

Quarzentladungsgefifles. Werte aus der Stérungstheorie sind
strichpunktiert gezeichnet.

In Abb. 12 sind die normierten Eigenwerte w/w,
als Funktion der normierten Plasmaelektronendichte
(wp/®)? fiir das Radienverhiltnis R,/R.= 0,3 und
die Behilterwandstirke 4R/R,=0,05 fiir verschie-
dene Resonanzmoden angegeben. Die durchgezoge-
nen Kurven sind fiir Quarzentladungsgefidlle, die
gestrichelten fiir Entladungsgefdfle aus Glas berech-
net; Ergebnisse der Storungstheorie sind wieder
strichpunktiert gezeichnet.

Eine gestrichelte Linie 6 = R, beim Wert (w,/w)?
=1,52 gibt die maximale Elektronendichte an, bis
zu der eine Hohlraumresonatormessung sinnvoll ist:
¢ ist die Eindringtiefe des elektrischen Feldes in das
Plasma; 0 =R, bedeutet, dal das Mikrowellenfeld
noch die ganze Plasmasédule durchdringen kann. Der
Bestimmung des Dichtewertes in Abb. 12 ist eine
Mikrowellenfrequenz f =10 GHz und ein Resonator-
radius R, = 2,25 cm zugrunde gelegt.

Berticksichtigt man die Abweichung der Nahe-
rungslosung [Gl. (19)] von der exakten Losung,
so 1aBt sich der Geometriefaktor durch einen Fak-
tor K korrigieren; damit gilt

Aw _dK (w_p>3
15

Wy

(21)
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Abb. 12. Normierte Eigenwerte w/w, verschiedener Resonanz-
moden als Funktion der normierten Elektronendichte (wp/w)?
mit Quarz- (durchgezogene Linien) und Glasentladungsgefa-
Ben (gestrichelte Linien). Ergebnisse der Stoérungstheorie
sind strichpunktiert gezeichnet. Die normierten Werte des
Plasmadurchmessers bzw. der Wandstarke sind 0,3 bzw. 0,05.

Dieser Korrekturfaktor K ist fir den TMy;,-Modus
in Abb. 13 fiir verschiedene Radienverhiltnisse Rp/R,
und ohne Plasmabehilter (¢, =1) als Funktion der
normierten Dichte (w,/®w)? angegeben. Die Kurve
0 =R, zeigt wieder den physikalisch sinnvollen An-
wendungsbereich des Korrekturfaktors.

Fiir Plasmadichten (w,/w)% < 2,5 gibt Abb. 14
den Korrekturfaktor K fiir den TM;;y-Modus wie-
der. Hierbei sind neben den Werten fiir die glasfreie
Anordnung auch die Werte fiir Plasmasdulen in
Glas- bzw. Quarzentladungsgefidllen angegeben.

Fir genaue Messungen und weite Giiltigkeit der
linearen Stérungstheorie sind nach dieser Darstel-
lung Quarz-Entladungsgefdfle mit bezogenen Auflen-
radien R,/R,~0,4 und Innenradien R,/R,~0,35
zu empfehlen, wéhrend diinne Plasmasdulen mit
dem Entladungsgefdll bei der Anwendung der Geo-
metriefaktoren aus der Storungstheorie Fehler von
20% bis 30% verursachen.

Bei jedem Resonanzmodus liegen die fiir die An-
wendung der Storungstheorie giinstigen Radienbe-
reiche der Entladungsgefafie bei anderen Werten,
doch kann verallgemeinernd gesagt werden, dafi Ge-
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Abb. 13. Korrekturfaktor K des Geo-

metriefaktors @ fiir den TMy;,-Mo-
dus als Funktion der normierten
Elektronendichte (wp/w)2. Parame-
ter ist das Radienverhiltnis Rp/R; .
(eg=13; d ist die Eindringtiefe.)
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dus als Funktion der normierten
Elektronendichte (wp/w)?2. Parame-
ter sind die Dielektrizititskonstante
&z des Entladungsgefifles und das

Radienverhiltnis Rp/R; .
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fdBe und Resonanzmoden so gewahlt werden sollten,
dal} die Gefdlwand in Gebiete geringer elektrischer
Mikrowellenfeldstarke zu liegen kommt.

6. Zusammenfassung

In einer exakten Theorie wird die Eigenwertglei-
chung fiir eine Plasma-Plasmabehalteranordnung in
einem kreiszylindrischen Mikrowellen-Hohlraumre-
sonator fir TM;,0-, TMomn-, TEgn.-Resonanzmoden
aufgestellt und numerisch gelost. Das Profil des
Plasmas wird dabei als homogen iiber den Radius
und die GefdBachse angenommen.

Die aus der linearen Stérungstheorie des Hohl-
raumresonators ableitbaren Proportionalitatsfakto-
ren zwischen der Elektronendichte und der Reso-
nanzfrequenzidnderung werden mit den exakt berech-
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neten Eigenwertinderungen verglichen. Hieraus
kann der Giiltigkeitsbereich der linearisiert berech-
neten Proportionalititsfaktoren (Geometriefaktoren)
entnommen werden.

Wird bei der Berechnung der Eigenwertidnderun-
gen des Resonators das Entladungsgefaf} beriicksich-
tigt, so zeigt sich, daB die GroBe des Geometriefak-
tors und damit die MeBempfindlichkeit verindert
wird. Mit Hilfe von Korrekturfaktoren kann der
Einflu} des Entladungsgefifes auf die MeBempfind-
lichkeit beriicksichtigt werden.
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